
sin      sin라고 하자. 구간  에서
′cos 이므로 는 구간  에서 증가한다. 이때  이므로 구간 에서 을 만족한다.

′   cos이고 구간  에서 ″sin 이므로 ′는 구간  
에서 증가한다. 이때 ′이므로 ′이며 구간  에서 는 증가한다.

여기서 이므로 구간  에서  을 만족한다.

따라서 구간  에서 이 성립한다.

반지름의 길이가 , 호의 길이가 이므로 부채꼴 의 중심각의 크기는 이다.
따라서     ∠  이므로
   × ×× sin∠   sin 이며
구간  에서   sin 이므로  ×   

이다.

또한  , ≥일 때  이므로    ,



≥일 때    
        

    
 이다.

이때   ,   
    

  ×  ×   이므로
   

   ×   를 만족한다. 따라서 모든 자연수 에 대해

  가 성립한다.

점 에서의 접선의 기울기가 이므로 의 기울기가
  ,   이므로

   이다. 또한  

이므로 위 두 식을 정리하면



     
  

이다.

 에서의 곡선 의 접선의 방정식은  ′′ 이므로
     라고 하면  는 이차방정식   ′′ ′′의
두 실근이다. 이때 근과 계수의 관계에 따라 ′′  ′′이며
′    ′     ′′  이므로  ,
    ,        이다.
따라서 lim→∞  lim→∞   이다.

′′  이고      이므로   라고 하면

  ′  ′     
  이다.



  이다. (아래 그림 참고)



≤≤
일 때 점 과 선분  사이의 거리를 이라 하면 ≤≤ 이다.

이때 점 이 나타내는 도형을 , 의 평면  위로의 정사영을 ′라고 하자. 평면와 선분 가 수직이면서 ∆의 평면  위로의 정사영은 ∆ 와 같으므로

영역 ′은 ≤∆′ ′ ≤
을 만족시키는 평면  위의 모든 점 ′가 나

타내는 도형의 넓이와 같다. 따라서 점 ′과 선분  사이의 거리를 ′이라 하면 마찬가

지로 ≤′ ′≤ 을 만족한다. 이때 점 과 선분   사이의 거리가 모두

 이상이므로 ′의 넓이는 반지름이 각각   인 두 반원의 넓이의 차인  와 같

다. 여기서 평면 와 평면 가 이루는 각을 라고, ∆  라고 하면  
이고 ∆  cos  이므로 cos   ′  cos   이다.


